Intégration

I Intégrales et aires

1. Unité d’aire

Soit (O, I, J) un repere orthogonal du plan et K le point de coordonnées (1 ; 1).
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L’unité d’aire est 1’aire du rectangle OIKJ. On la note u.a.

2. Une approche des aires en utilisant Géogébra

Soit f la fonction définie par f(x) =4—x?, déterminons graphiquement 1’aire comprise entre la

courbe représentative de f représentée dans un repere orthogonal (O, 1, J) , I’axe des abscisses et
les droites d’équation X = 0 et x = 2.
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En coupant I’intervalle [0 ; 2] en un certain nombre n d’intervalles d’égale amplitude —, on peut
n

tracer des rectangles minorant 1’aire et majorant 1’aire.

Les instructions :

Dans la cellule de saisie : f (x) =4 — x"2

Creéer un curseur nommé n allant de 0 a 10 avec un pas de 1

Dans la cellule de saisie : Airelnf = Sommelnférieure[f (x),0,2,n]
Dans la cellule de saisie : Airelnf = SommeSupérieure[f (x),0,2,n]
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Remarque : En prenant une grande valeur pour n, les rectangles sont pratiguement confondus et on
trouve que I’aire est de 4,33 en unités d’aire.

3. Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]

Soit une fonction f définie, continue et positive sur un intervalle [a ; b].

On appelle intégrale de f sur [a; b] I'aire du domaine du plan, exprimée en u.a, de la surface
délimitée dans un repére orthogonal par la courbe représentative de f, I'axe des abscisses et les

b
droites d'équation x = a et x = b. On la note j f (x)dx. Cela se lit « intégrale de aa b de f »

r=a r=~0




e aetbsont les bornes d'intégration.

e xest lavariable. Elle peut étre remplacée par toute autre lettre qui n'intervient pas dans les
bornes.

4. Exemples
e Soit f définie par f (X) = 4. Déterminons I’intégrale de f sur I’intervalle [1 ; 3].

Représentons la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (O, I, J) sur
I’intervalle [1 ; 3].

f est définie, continue et positive sur un intervalle [1 ; 3].

3
La figure formée est un rectangle de base 2 et de hauteur 4. L aire est de 8 u.a donc I f(x)dx=8

1
Avec la calculatrice : intégrFonct(4,x,1, 2) donne 8

e Soit f définie par f (X) = 5 — x. Déterminons I’intégrale de f sur I’intervalle [1 ; 4].
Représentons la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (O, I, J) sur
I’intervalle [1 ; 4].



f est définie, continue et positive sur un intervalle [1 ; 4].

La figure formée est un trapéze de bases 1 et 4 et de hauteur 3. L’aire est de %xS =7,5 u.adonc

if(x)dx:7,5

Avec la calculatrice : intégrFonct(4,5 — x,1, 4) donne 7.5

5. Fonction F: x> IX f (t)dt

Soit une fonction f définie, continue et positive sur un intervalle [a ; b] et sa courbe représentative
placée dans un repére orthogonal (O, 1, J). Soit x un réel de [a ; b].

X
F(x) :J- f(t)dt est égal a I’aire, en u.a, située sous la courbe représentative de f sur I’intervalle
a

[a;X].
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Remarque :
Six=aalors F(a)= J.a f(t)dt =0 car il n’y a plus d’aire.
Six=balors F(b) = I: f (t)dt car il n’y a plus d’aire.

Donc F(b)—F(a) = j” f(tdt- [ f(t)dt = jb f ()t

j" f (t)dt = F (b) - F ()

Théoreme (Admis)

Soit une fonction f définie, continue et positive sur un intervalle [a ; b]. La fonction F définie par
F(x)= _[X f (t)dt est dérivable sur [a ; b] et a pour dérivee f.

Pour déterminer I’intégrale | = J.b f (t)dt, il suffira de trouver une fonction F définie et dérivable sur
I’intervalle [a ; b] et de calculer | =F(b)-F(a).

Exemple :

Soit f définie par f (x) = 2x. Déterminons | :J': f(t)dt.

La fonction f est définie, continue et positive sur I’intervalle [0; 2].

Soit F définie par F(x) = x*. F est définie et dérivable sur ’intervalle [0; 2] avec
F'(x)=2x=f(x).

Donc | = f(t)dt = F(2)~ F(0) =4

Il Intégrales et primitives

1. Définition
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1.

On dit que la fonction F est une primitive de f sur | lorsque F est dérivable sur | et, pour tout x de I,
ona F'(x)=f(x).

Exemples :

La fonction F : x+>5x—4est une primitive sur Rde x+>5 car F est dérivable sur R en tant que
fonction affine et que F'(x)=5.

La fonction F : x> x* —4x est une primitive sur R de x> 2x—4 car F est dérivable sur R en tant
que fonction polyndme et que F'(x) =2x—4.



Remarque : La fonction F : x> x* —4x+5est aussi une primitive sur R de x> 2x—4

2. Théoréme
Toute fonction continue sur un intervalle | admet sur cet intervalle une infinité de primitives.

3. Ensemble des primitives d'une fonction

F étant une primitive de f sur un intervalle |, la fonction G définie par G(x) = F(x) +Kk est aussi
une primitive de f sur l'intervalle 1.

G'(x) =(F(x)+k)'=F'(x)+(k)'=F'(x) = (x)
F et G sont deux primitives de f sur I'intervalle I.

L'ensemble des primitives de f est noté : x> F(x)+k

4. Primitive prenant une valeur donnée en un point donné

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit x, et y, deux reels.
Il existe une unique primitive F telle que F(x,)=Y,.

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> +2x—4, déterminons la primitive de f notée F telle
que F(3) =1.

f est continue sur R en tant que fonction polynéme, elle admet donc une infinité de primitives
sur R.

3
L'ensemble des primitives de f est la fonction F telle que F(x) = X?+ x* —4x+k

FR)=1<9+9-12+k =1
<k=-5

3

F est définie par F(x) = X?+ X* —4x-5.

5. Propriétés des primitives

e Si F et G sont des primitives respectives de f et g sur un intervalle 1 alors F + G est une
primitive de f + g.

e Si F est une primitive de f sur un intervalle 1 et si k est un réel donné alors kF est une
primitive de kf sur I.



6. Propriétés des intégrales
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f (t)dt =[F(X)]° =F(a)~ F(a) =0

f(t)dt =[F(X)]; =F(a)—F(b) = —j. f (t)dt

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle [a ; b] et F une primitive de f.

f (t)dt +J€ f()dt =F(b)—F(a)+F(c)—F(b) = j f (t)dt (relation de Chasles)

b
e Si f une fonction définie et continue sur un intervalle [a ; b] avec a < b alors _[ f (t)dt est un
a

réel positif.

e Soit f et g deux fonctions définies et continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b.

b b
Si pour tout réel x de [a; bl ona f(x) <g(x)alors I f(x)dx < I g(x)dx.

7. Formulaires pour les primitives

Fonction f Une primitive F Sur l'intervalle
Xk X > kx R
X X Y R
X —
2
X3 R
X = X2 X —
X — Xn n+l R
. X >
avec n entier naturel n+l
1 1 ]—o0;0[ ou ]O; +oof
X — X —=
X X
X+ Inx 10; +oof
X =
X
X > e X > e* R
X > u'(x)e"™ X > eu® avec u définie




Exemples

> Soit f la fonction définie sur R par f(x) =4x>+3x* —4x-3

f est continue sur R en tant que fonction polynéme donc f admet une infinité de primitives

sur R.
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Une primitive F de f est définie par F(x):4%+3§—4%—3x soit

F(x)=x*+x®-2x*-3x

> Soit f la fonction définie sur JO; +oo[ par f(x):l3
X

f est continue sur ]0;+oo[ en tant que fonction rationnelle donc f admet une infinité de
primitives sur ]0; +oo[ .
7 -
f(x) == 7x°
2

Une primitive F de f est définie par F(x) = 7x—2 = —% soit F(x) = x* +x* —2x* —3x
X

> Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(x+2)(x* +4x-1)°

f est continue sur R en tant que fonction polynéme donc f admet une infinité de primitives
sur R.

On pose u(x) = x> +4x—1 d'ot u'(x) =2x+4

f(x)= % (2x+4)(x* +4x-1)°

n+l

f est de la forme u'u"donc F est de la forme u .
n+

2 _1\4
(x*+4x-1) N

1
F=2""

k :%(x2+4x—1)4+k

> Soitf la fonction définie sur R par f(x)=i

(x> +3)°
f est continue sur R en tant que fonction rationnelle donc f admet une infinité de primitives
sur R.

On pose u(x) = x*+3 d'oll u'(x) =2x

f(x)= g (2x)(x* +3)°

n+1

f est de la forme u'u"donc F est de la forme u 1
n+




2 -2
5 (x"+3) ke 5

F(x) = =—————+KkK
) 2 2 4(x* +3)°

111 Valeur moyenne d'une fonction

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle [a ; b].

b
On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le réel m défini par m :bij f(t)dt.
_a %



